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Rkrn&-Cette etude concerne la convection naturelle thermique dans I’eau et les solutions salines, Ces 
fluides presentent un maximum de densite dans le domaine de temperature considert, et I’analyse des 
rtsultats experimentaux et numtriques montre que la variation non-lineaire de la densite dans le terme 
moteur influe sur la structure d’tcoulement et sur le transfert de chaleur par convection naturelle. L’ecoule- 
ment est visualise par des techniques classiques (injection de colorant, tomographie laser) adaptees pour 
permettre d’observer l’effet de forces d’Archimede de tres faible intensite: on montre que le maximum de 
densite tree une structure complexe de deux cellules contrarotatives d’importance i&gale. Le probltme est 
resolu numeriquement par une methode de volumes finis et le bon accord avec les visualisations permet 
une etude parametrique sur la base des simulations numkiques. L’ttude du transfert d’energie permet 
d’itablir une correlation g&t&ale, utilisable pour le cas oti la variation de densite est lineaire ou non- 

lintaire. 

1. INTRODUCTION 

CES TRENTE dernieres annees, d’importants efforts de 
recherche ont concerne l’ttude numerique, theorique 
ou experimentale de la convection naturelle d’un fluide 
dans une enceinte differentiellement chauffee. Dans 
leur grande majoritt, ces etudes supposent que la den- 
site du fluide varie lineairement avec la temperature 
(Bejan [l]). Toutefois, des fluides comme le bismuth 

liquide, I’antimoine, le gallium, le tellurium (Grant 
[2]), I’eau et beaucoup de solutions aqueuses pre- 
sentent un maximum de densite. Cette propriete est de 
grande importance pour l’eau et les solutions aqueuses 
puisque le maximum de densite a la pression atmo- 
spherique se produit dans un domaine de temperature 

frequemment rencontre dans la nature (lacs, oceans, 
fonte des icebergs) et dans divers processus de fusion 
et de solidification. 

Parmi les etudes consacrees a la convection natu- 
relle de l’eau au voisinage de son maximum de densite, 
celle de Watson [3] verifie par le calcul l’influence sur 
l’ecoulement des hypotheses suivantes : 

-viscositC constante ; 
-approximation de Boussinesq. 

Cette etude a montre qu’une formulation rigou- 
reuse de la variation de la densite de l’eau avec la 
temperature permet de pridire un ecoulement bicellu- 
laire, contrairement a ce que donne I’approximation 
de Boussinesq (Ccoulement monocellulaire). 

t An English version of this paper is available. It may be 
requested from D. Gobin. 

Seki et al. [4] ont etudie experimentalement et 
numeriquement l’effet du maximum de densite de 

l’eau sur la convection naturelle stationnaire, dans 
une enceinte parallelepipedique differentiellement 
chauffee par deux parois verticales. Une des parois est 
maintenue a la temperature T, = 0°C et la tem- 
perature de l’autre paroi (T,) varie de 1 “C a 12°C. Ce 
travail fait apparaitre I’influence du rapport de forme 
et de la difference T, - T, sur le nombre de Nusselt 
moyen. 

Inaba et Fukuda [5] ont mene une etude numerique 

et experimentale sur la convection dans l’eau autour 
de 4°C dans une cellule paralltlepipedique inclinee et 
differentiellement chauffee. Les resultats montrent 

que les Cchanges de chaleur (nombre de Nusselt 
moyen) dependent non seulement du rapport de 
forme et de la difference de temperature entre parois 
chaude et froide, mais aussi de l’inclinaison de la cellule. 

Plus recemment, les travaux numeriques de Lin et 

Nansteel (dans un espace annulaire vertical [6] et dans 
une cavite rectangulaire [7]) et celle de Spatz et al. [S] 
retiennent pour la densite de l’eau une expression de 
la forme : 

P(T) = PMU -YIT-TMI”). (1) 

La bibliographie fournit d’autres approximations de 

la variation de la densite de I’eau au voisinage du 
maximum: Robillard et Vasseur [9], Lankford et 
Bejan [lo], Nansteel et al. [ll], Ivey et Hamblin (121 
ont retenu une approximation parabolique pour la 
variation de p (q = 2 dans l’expression (1)). Dans une 
etude sur la convection naturelle transitoire de l’eau 
initialement a une temperature homogene superieure 
a 4°C et refroidie en imposant une temperature 
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NOTATIONS 

oJh,) coefhcients phenomenologiques pour V vitesse adimensionncc 
la densite equations (2), (3) X(Z) coordonnee adimensionnee, x*/H(z*iH). 

A(h) fonction d’attenuation (equation 9) 
C concentration 

.r! acctleration de la pesanteur Symbolcs grccs 

h hautcur de ccllule diffusivite thermique 
H(L) hauteur (largeur) de la cavite ; coefficient d’expansion thermique 
i(k) vecteur unitaire dans la direction “3 i coefficient phenomenologique (equation I) 

horizontale (verticale) 0 rapport des &carts de temperature de part 
K conductivitc thcrmique du fluide ct d’autre du maximum (equation 7) 
‘VU nombrc dc Nusselt moyen (flux de chaleur AT, difference de temperature du cbte 

adimcnsionne : flux de reference, chaud, T, - T,, 
KAT;‘H) AT2 difference de temperature du cot& froid, 

P pression adimensionnee TM-T1 
Pr nombrc de Prandtl, v/g A r,,,.,, max(AT,, AT?) 
Ra nombrc de Rayleigh. gH’/~AT;‘w A r,,,,r, min(AT,, AT?) 
Rrl* nombre de Rayleigh (zone d’inversion), II temperature adimensionnec, 

,yyH’(AT,,,,,) ‘/xr (T- T,)I(T, - Tz) 
T temperature 1’ viscositc cinematique 
T,( Tz) temperature de la paroi verticale /) densite du fluide 

chaude (froidc) p,, densitc maximale du fluide 

T,, temperature du maximum de densite oK densitc de refcrcncc 
u(w) composante horizontale (vert.) de la p,,(T) densite de I’eau pure 

vitesse adimensionncc 0, (T) dcnsitc de la solution pour unc 
V* vitesse dimensionnelle fraction massiquc C de solute. 

uniforme de 0 C sur toutes les parois de I’enceinte, 
Vasseur et Robillard [I31 ont utilise I’expression sui- 
vantc : 

p ‘(T) = /I ‘(O)(I +u,T+~~~T’+u,T’+u?T~). 

(2) 

En cc qui concerne les solutions aqueuses. la tem- 
perature du maximum de densite TM depend a la fois 
de la nature du solute et de sa concentration. Pour un 
solute don&, la temperature du maximum de densite 
est d’autant plus basse que la concentration est elevie 
(voir Greisman [ 141 et Sun ef al. [ 151). La presence de 
ce maximum est particulierement importante lors de 
la fusion ou de la solidification de solutions aqueuses 
diluees (concentration inferieure a IO- ‘). En effet, 

dans de telles situations, le fluide peut subir I’effet du 
maximum de densitc dans la gamme de temperature 
consideree: si les temperatures de parois encadrent 
‘Tb,, le changement de signc du tcrme de poussee 
d’Archim2de dans le fluide aura une influence sur la 
structure de l’ecoulement ct sur I’echange de chaleur 
a I’interfdcc. 

Enfin, si beaucoup de travaux ont concern? le cas 
de l’eau (voir aussi Braga et Viskanta [16]), on con- 
state que les etudes de convection naturelle dans les 
solutions aqueuses pour cette zone de temperature 
sont moins nombreuses (Gebhart et Mollendorf [17], 
Josberger et Martin [ 181). Le present travail con- 
cerne I’ttude experimentale et numerique de la convec- 

tion naturelle, dans une enceinte differentiellement 
chauffee avec comme fluidc de travail soit de I’eau, 
soit une solution aqueuse de carbonate de sodium 
(Na,CO,), au voisinagc du maximum de densite. 

Dans la section suivante, nous decrivons le montage 
experimental utilise et les resultats d’observations. Ccs 
resultats sont ensuite compares aux resultats des simu- 
lations numeriques. Nous determinons enfin les para- 
mitres regissant la structure dc I’ccoulcmcnt ct Ic 
transfert de chaleur dans I’enceinte. 

2. EXPERIENCE 

Le montage experimental utilise pour cettc ctudc 
est constitut de I’enceinte parallelepipediquc reprt- 
sent&e sur la Fig. I : deux Cchangeurs de chaleur 
paralleles ct verticaux (0.6 m de longueur et 0.2 m 
de hauteur) sont maintenus i des temperatures 
uniformes et constantcs, T, ct Tz avec T, > T, > T?. 
La distance L separant les dcux cchangeurs est de 0.07 
m. Lcs quatre autres parois de I’enceinte, en plexiglass 
transparent, sont isolees et supposees adiabatiques. 

Les observations se font i travers une des patois 
verticales en plexiglass. La bonne regulation en tem- 
perature des echangeurs, ainsi que I’isolation ther- 
mique de I’enceinte, assurent une precision de 0. I5 C 
et une stabilite a 0.2-C pres des temperatures dans la 
cellule. Les temperatures sont mesurees a I’aidc de 
thermocouples NiCr-NiAl (type K) disposes dans les 
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FIG. 1. Plan d’observation du montage expirimental. 

parois de l’kchangeur. Un thermocouple suppl& 
mentaire est introduit dans une aiguille creuse (dia- 
m&re exttrieur 0.9 x lop3 m) de telle sorte que la 
soudure du thermocouple soit en contact avec le fluide 
au niveau de la tite de I’aiguille: celle-ci peut ktre 
dkplacke et positionnke i l’intkrieur du fluide avec 
une bonne prkcision (0.5 x IO-’ m), ce qui permet de 
mesurer la tempkrature en tout point de la cavitt. 

Du point de we exptrimental, la diflkultt: de 
visualiser la structure de l’koulement provient du 
fait que les forces d’Archimkde qui sont B l’origine 
du mouvement sont faibles: des diffkrences de tem- 

pkature de quelques degrks induisent des variations 
relatives de p (Ap/p) de l’ordre de IO- 4 seulement, Par 
condquent, la technique de visualisation des lignes de 
courant doit Ctre bien maitriie afin de perturber le 

moins possible l’koulement. Pour ce faire. la visua- 
lisation est r&alisCe par deux mkthodes diffkentes : 

-par injection dans l’kcoulement d’une solution de 
fluoresciine fortement diluke (fraction massique E 
IO-‘) B trtts faible vitesse (1.3 x IO-’ m se ‘) ;i l’aide 
d’une aiguille de diamktre extkrieur 0.6 x IO-’ m ; 
-par tomographie laser dans un plan vertical per- 
pendiculaire aux Cchangeurs. 

~ensemencement est rkaiisk avec des particules 
d’alumine (0 z IO- ’ m) ou ~aluminium (a z 
5x10-“m). 

La coincidence entre les lignes de courant du fluide, 
visuaiiskes par le colorant d’une part, et par les par- 
ticules d’autre part, a Ctk vkrifike B l’aide d’une sCrie 
d’expiriences de convection naturelle (tempkratures 
de parois T, = 20.5 +0.2-C, T2 = 15.4 f 0.2,-C) oli la 
den&t du fluide varie lirkairement. Ces conditions 
correspondent 1 un nombre de Rayleigh de 3 x IO8 
(pour une hauteur de liquide H = 0.17 m) et deux 
pet&s recirculations symktriques prennent place, 
dans la partie inertielle des couches limites verticales : 
la possibilitk d’observer ces faibles kcoulements sans 
d&ruire ieur symktrie a &k le test qui nous a permis 

d’affirmer que les forces d’Archim&de dues g la densit 
du colorant injectt sont nkgligeables. 

L’ktude de la convection au voisinage du maximum 
de densitk s’appuie sur six skies d’expkiences (dont 

cinq avec l’eau pure, et une avec une solution aqueuse de 
Na,CO, de fraction massique 0.5 x IO-‘). Les con- 
ditions imposkes aux frontikes sont regroupkes dans 
le Tableau 1. Dans les cinq premieres expkiences, la 
hauteur de liquide H est de 0.14 m et les observations 
sont faites g l’tttat stationnaire. Les ~~isualisations cor- 
respondant aux expkriences a & d sont reprksenttes 
sur les Figs. 2(a)-(d). Dans toutes les expkriences, 
deux cellules contrarotatives sont observkes : le fluide 

est ascendant le long des parois chaude et froide, 
puisque la densitk y est plus faible que dans le reste 
de la cellule. Les deux i‘coulements ainsi c&s se 
rencontrent B une hauteur qui dCpend de l’importance 
relative des forces d’Archim2de de part et d’autre du 
maximum et p&&rent i l’intkrieur de la cavil6 pour 
se refermer en deux cellules distinctes. Comme la 
variation de densit& est approximativenlent symk- 
trique par rapport au maximum T,, la cellule la plus 
large apparait du ccitk oti 1’Ccart de tempkrature i TM 
est le plus important. Ceci apparait clairement sur les 
Figs. 2(a)-(c) : l’kart de tempkrature du c6tt chaud 
T, - TM est gardC constant (=2-C) dans les trois 
expkriences, mais TM - 7’2 dkroit de 3.8’ C (Fig. 2(a)) 
g 2.O”C (Fig. 2(c)). On constate que la taille relative 
de la cellule chaude (h gauche) croit et que l’kcoule- 
ment est symktrique (exptkience c) quand p(T,) - 

P(T,) = pV,,)-p(T2). 
Une caractkristiquc intkessante de ce systeme est 

la grande sensibilitk de I’kcoulement & la position de 
la temperature du maximum de densitk : la diffkrence 
sur la temperature froide (TJ est seulement de 0.5:‘C 
entre les exptriences h et c (1.5% sur ATJAT,) et les 
Pcoulements sont radicalement difftrents. La situation 
od les deux cellules sont symktriques est d’ailleurs 
dklicate g obtenir expkrimentalement et permet de 

fournir une indication sur le contr61e des tempkratures 
de parois. 

L’influence de la concentration de soluttt sur la tem- 
pkrature du maximum de densitk, TM, peut &tre 
observt-e en comparant les Figs. 2(a) et (d) : pour des 
conditions expkimentales identiques. la taillc respec- 
tive des cellules est compl~tement diK&rente. On peut 
dtduire de ces observations que des structures 
d’koulement tr& complexes prendront naissance 
quand une solution aqueuse sera soumise simul- 
tankment P un gradient de tempirrature et g un 
gradient de concentration. 

3. COMPARAISON AVEC LES RESULTATS 

NUMERIQUES 

Le modkle mathtmatique utilisC pour la simulation 
du problkme bidimensionnel s’appuie sur la plupart 
des hypothises classiques : le fluide est supposC incom- 
pressible et avoir un comportement conforme aux 
approximations de Boussinesq pour les termes autres 
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Tableau I Conditions limites des expkriences rtalistes. a. b, c, e et f: eau 
pure, I M = 3.98”C ; d : solution C(Na,CO,) = 0.5% masse, TM = 2.63, C 

Exptrience 
T, (‘-C) Tz (’ C) 

Paroi chaude Paroi froide Rd 6 

: 
6.2kO.2 
6.0+0.2 

zl 
6.OkO.2 
6.2+0.2 

c 8.8kO.2 
f 8.1 +0.2 

que celui de la force d’Archimede. Pour comparer les 
resultats numeriques a l’experience, une estimation 
precise de la variation de la densite avec la temperature 
et la concentration, pc( T), est necessaire. La relation 
retenuc pour l’etude de I’eau pure (C = 0) est cellc 
citee par Weast et Astle [ 191: 

p”(T) = ~n~!~~,h,~T;-_~~~,~~~, 
6 

oti les coefficients b, ont les valeurs suivantes : 

h, = 999.83952 

b, = 16.945176 

hz = -7.9870401 x IO-’ 

h, = -46.170461 x 10mh 

6, = 105.56302 x IO- ‘) 

h, = -280.54253 x IO-‘? 

h, = 16.879850 x IO ‘. 

(3) 

La determination de pc (T) pour les solutions de 
faibles fractions massiques de Na,CO, (~2%) est 
basee sur l’equation de Masson (E-An-Zen [20]) ou 

p”(T) est donnee par (3) (voir appendice). Nous avons 
valide cette methode en I’appliquant a des solutions 
aqueuses de NaCl: la temperature du maximum de 
densite calculee pour differentes concentrations a ete 
comparee aux donnees de Josberger et Martin [18], et 
I’accord est tres satisfaisant (voir Sun et al. [15]). 

Exprimees en fonction des variables adimen- 
sionnees suivantes : 

les equations de conservation de I’tnergie et de la 
quantite de mouvement du fluide incompressible sont : 

v-v=o, (4) 

?V c/H’ P<,( WC 3) -PR 
;T +(V .V)V = V’V -VP+ )‘z ~~;-.------mmmk, 

(6) 

0.2 * 0.2 1.537 x IO7 0.58 
1.5kO.2 5.592 x IOh 0.89 
2.OkO.2 4.389 X lOh 0.98 
0.1 +0.2 I.371 X IO’ 0.68 
0.0*0.2 2.71 I x IO’ 0.79 
l.4+0.2 I.485 X IO’ 0.63 

oti k est le vecteur unitaire selon I’axe vertical, ,q la 
gravite, H la hauteur du liquide dans la cavite et $1 la 
viscosite cinematique. pR est une densite de reference 
du fluide de I’ordre de la densite moyenne, dans I’in- 
tervalle impose par les temperatures de paroi. L’en- 
semble des equations couplees est resolu par une 
methode de volumes finis, utilisant la technique pro- 

post-e par Patankar [21]. Les equations de con- 
servation sont integrees sur les volumes de controle 
definis par le maillage d’espace. Les equations inte- 
grees sont ensuite discretisees en utilisant un schema 
hybride. Les equations disc&es qui resultent de 
chaque equation de conservation sont resolues par 
une procedure de double balayage (ADI). Une stra- 
tegie de faux transitoire est utilisee pour reduire le 
temps de calcul puisque l’on cherche l’etat station- 
naire. Le couplage pression-vitesse est resolu par une 
procedure iterative de correction de la pression (algo- 
rithmes SIMPLE ou SIMPLEC). Un maillage irre- 
gulier 81 x 81 est utilise dans ces calculs pour une 
meillcure precision. 

3.1. Comparaison de la.ftirmr des cellules 
Les resultats des simulations correspondant aux 

experiences a et d sont representees par les Figs. 3 
(lignes de courant) et 4 (isothermes). Les lignes de 
courant des Figs. 3(a) et (d) (eau pure et solution 
aqueuse de NaCO,) sont a comparer aux visua- 
lisations des Figs. 2(a) et (d) ct revelent un bon accord 
qualitatif sur les structures d’ecoulement. Du point de 
vue quantitatif. simulations et experiences s’accordent 
sur un parametre essentiel: la hauteur relative de la 
petite cellule. Cependant, une difference visible sur la 
forme exacte (largeur) de la petite cellule est a signaler, 
en particulier pour I’eau pure: ce probleme est deja 
souligne dans le travail de Seki rt rd. [4] qui I’attribuent 

a un defaut d’adiabaticite des parois horizontales. 
Nous avons cffectue des tests numeriques com- 
plementaires afin d’interpreter ces differences. II a ete 
tenu compte par exemple des gains de chaleur par la 
surface superieure (flux impose estime a 5% du flux 
total Cchange), ou de la conduction de la chaleur par la 
paroi inferieure (supposee parfaitement conductrice) : 
les resultats obtenus ne permettent pas d’expliquer cc 
d&accord. 

Le montage utilise est caracttrise par le fait que la 
surface superieure du liquide est libre, contrairement 
aux montages experimentaux de Seki et al. [4] ou 
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FIG. 2. Structures d’tcoulement (observations exptrimentales) : (a) i (c) eau pure (exptriences a. b, c). 
(d) Na,CO, solution aqueuse (C = 0.5%). 
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(a) (b) (cl (d) 

FIG. 3. Lignes de courant (simulations numkriques) : (a) i (c) eau pure (expkriences a, b, c), (d) NazCO: 
solution aqueuse (C = 0.5%). 

dlnaba et Fukuda [5]. La comparaison des rCsultats 
numirriques pour une condition de glissement et une 
condition d’adhirence i cette paroi montre que ceci 
n’a pas d’influence sur la forme des cellules. Par ail- 
leurs. la variation de la viscositC du fluide avec la 

tempkrature dans la gammc consid&&e ne semble pas 
itre en cause, puisque la hauteur relative de la petite 
cellule est correcte. L’influence de la variation de p sur 
la diffusivitk thermique dans I’kquation de 1’Cnergie 
(5) pourrait 6tre d I’origine de cct effet, mais nous 
n’avons pas introduit cette variation dans nos calculs. 

3.2. Compuraison des projils de teinphature 

Les profils de tempkrature calcul&s et mesurks sont 
cornpar& sur la Fig. 5(a) pour l’eau pure et S(b) pour 
la solution aqueuse de NazCO,. Le d&accord sur la 

largeur de la petite cellule est ii nouveau visible sur les 
profils de tempkrature. particulierement pour I’eau 
pure. On remarque en revanche le bon accord obtenu 
sur les profils de tempkrature dans la cellule la plus 

(a) 

z=93mm 

r=83mm 

7=70mm 

large. Les isothermes calcuEs par la simulation dcs 
expkriences a et d sont donnCes sur lcs Figs. 4(a) et 
(b). Comme on peut le prCvoir, la partie du fluide qui 
est au fond de I’enceinte est i la tempCraturc TV du 
maximum de densit&. 

On a cornpark dans cette section les resultats 
numiriques aux mesures expkrimentales. Lc bon 
accord SW les aspects essentiels du phknomene IiC au 
maximum de densit& nous permet de proctdcr cl unc 
6tude paramt-trique, sur la base des simulations 
numkriques concernant les structures des &coulemcnts 
(Section 4) et le transfert de chaleur (Section 5). 

4. ANALYSE DE LA STRUCTURE 

D’ECOULEMENT 

Cette partie est consacrke a I’infuence des con- 
ditions op&atoires sur la structure de I’Ccoulement et 
sur I’importance relative des deux cellules contra- 
rotatives. 11 s’agit de dCterminer la variation de la 
hauteur relative de la petite cellule en fonction des 

2=70mm 

2=42mm 

(b) 

FIG. 3. lsothermes (0.3 C cntre dew isothermes). (a) Simulation numkriquc de I’expPrwxe a. (b) Simulation 
numb-riquc de I’cxpi-riencc d 
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Q IO 20 30 40 50 60 70 

Distance d lo paroi choude tmm 1 Distance ?I lo poroi chaude lmml 

(a) (bf 

FIG. 5. Profils de temperature mew&s et calcults g diffkrents niveaux de la cellule. 
(a) Expkrience a : Hauteur (mm) Numtrique Exp~rimentai 

70 A 
83 , 
93 t: 

(b) Expbrience d : Hauteur (mm) Numtrique Exptrimental 
42 A 
70 .,.. 

98 c: 

paramttres du probleme, essentiellement la geometric 
et les conditions aux limites thermiques. Les differents 
points a analyser dans cette section sont done l’in- 
fluence du rapport de forme (hauteur et largeur de la 
cavite), des icarts de tem~rature imposes de chaque 
c&C, et de la tempkrature du maximum de densite. 
Signalons que toutes ces simulations sont realistes 
pour des parois horizontales adiabatiques et rigides. 

4.1. Iqjhence du rapport de forme 
Les caracttristiques des essais numeriques sont 

resumees dans le Tableau 2. Pour des conditions 
limites fixees (T, = 6”C, T2 = 0.3”(Z), on fait varier 
successivement la hauteur A largeur constante 
(L = 0.07 m), puis la largeur k hauteur constante 
(H = 0.07 m). 

On a fait tout d’abord varier le rapport de forme 
de 1 a 3, en conservant la largeur de la cavite: le 

Tableau 2. Influence du rapport de forme, 
T, = 6°C et T2 = 0.3”C 

L (mm) H (mm) A Nu 

70 1 8.10 
70.0 140 2 14.14 

210 3 19.29 

17.5 4 1.52 
35.0 70 2 8.03 

105.0 213 8.13 

nombre de Grashof construit sur la hauteur varie. 
Les lignes de courant correspondant aux trois essais 
realises sont representees sur les Figs. 6(a) (A = 3), 
(b) (A = 2) et (c) (A = 1). On constate que la hauteur 
relative de la petite cellule, h, est ind~~ndante du 
rapport de forme (h/H x 0.75). Le rapport 

~~,/f3&-34!? 

v2 PR 

est conserve dans ces essais: en d’autres termes, la 
hauteur relative de la petite cellule est invariante si 
le nombre de Grashof construit sur la largeur est 
constant. 

Si on fixe B present la hauteur de liquide (H = 0.07 
m) en faisant varier la largeur de l’enceinte de sorte 
que A varie de 213 a 4, c’est le nombre de Grashof 
construit sur la hauteur qui est conserve (Tableau 
2). Les resultats sent represent&es sur les Figs. 7(a) 
(A = 4), (b) (A = 2), (c) (A = I) et (d) (A = 2/3), od 
on ne fait figurer que la ligne de separation (rl/ = 0) 
entre les deux cellules, ce qui permet de visualiser 
plus clairement la taille respective des cellules. Comme 
dans les essais precedents, la hauteur relative de la 
petite cellule est invariante. 

On peut de plus voir sur la Fig. 7 que l’influence du 
rapport de forme de la cavite sur l’epaisseur de la 
petite cellule n‘est sensible qu’aux valeurs elevees 
de A. 

Ces resuitats montrent que les parametres qui 
contr~Ient la hauteur relative de la petite cellule 
sont lies essentiellement aux conditions thermiques. 
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(a) (b) (c) 

FIG. 6. Influence de la hauteur de liquide sur la hauteur relative des cellules (a) A = 3, (b) A = 
(c) A = 1. 

:;. i 

(b) (c) 

_ 

(0) (d) 

2 et 

FIG. 7. Influence de la largeur de la cavitk SW la hauteur relative des cellules (a) A = 4, (b) A = 2, 
(c) A = 1 et (d) A = 2/3. 
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Tableau 3. Influence des temperatures imposks $ la 
caviti g S = AT,,,,,/AT,,,,, constant (H = L = 0.07 m) 

--- 
T, (“C) Tz (“C) Nu 6 hlfl 

a-6.0 0.3 8.10 0.78 0.84 
b-6.0 0.0 7.48 0.69 0.76 
a-4.3 1.45 5.31 0.78 0.84 
b-4.3 1.3 4.94 0.69 0.76 

_...-._ I ._.._..,. l.- 

C’est I’influence de ces conditions sur la structure 
des icoulements que nous analysons dans la section 
suivante. 

4.2. hykwce des conditions aux limites thermiques 

La variation relative de densit& qui induit l’C?coule- 
ment dans chacune des cell&s est directement like 
aux tempkatures de paroi, et plus prkiskment aux 
&carts entre TM et les tempkratures de parois 
(AT, = T, - TM et AT2 = TM-TTz): comme now 
i’avons v&fit- exp~rimentalem~nt dans la Section 3: 
la tempkrature SW la Iigne de sitparation des deux 
cellules est celle du maximum de densitC. 

Pour Ctablir l’influence des &carts de temperature 
sur la hauteur de la petite cellule, on pro&de $ deux 
series d’essais numtriques, oti on modifie la valeur des 
&arts de tempbrature, tout en conservant leur rapport 
(Tableau 3). Nos risulbts montrent qu’on obtient la 
mkme hauteur relative des deux cellules contra- 
rotatives, pour une valeur donnhe du rapport des 
&arts de tempkrature de part et d’autre du maximum 
de den&t& 

Ce rtsultat ttant acquis, il reste & dtterminer la 
relation entre la hauteur relative de la petite cellule et 
le rapport des &carts de tempkrature impods dans la 
cavitk Pour cela, on fait varier l’kart de tempbrature 
du cM froid, en gardant constante la tempkrature de 
paroi chaude. Les rksultats obtenus avec la solution a 
0.5% de Na&O, et l’eau pure sont r&urn& respec- 
tivement dans les Tableaux 4 et 5. La petite cellule se 
trouve du c&i: de la paroi qui est i la tempkrature la 
plus proche de TM (&zart de tempCrature le plus faible). 
Dans le cas de I’eau, le maximum de densitk est atteint 
& TM = 3.98’C. La petite celiule va se trouver du ~$3 
de la paroi chaude (T, = 6:‘C) tant que T, < 2°C Par 
con&e, la solution de Na2COX k OS% prksente un 
maximum de dens&C $ TM = 2.63”C, et done la petite 

Tableau 4. Influence de AT,,,/AT,,, SW 
h/H, solutjon ii 0.5% (H = L = 0.07 m) 

T, (“C) Tz c-c) z Wff 

6 0.0 7.48 0.85 
6 0.3 7.95 0.16 
6 0.5 8.28 0.69 
6 1.0 8.87 0.49 
6 1.3 9.16 0.36 
6 2.0 9.74 0.1 

TabIeau 5. Influence de ATJAT,,, sur h/H (eau pure) 

6 0.30 

: 1.70 1.90 

6 1.95 

b 2.00 
8 2.00 

6 0.30 
9 0.00 

H (mm) L (mm) NW 
-- 

16.18 
10.09 

140 70 8.76 
8.59 
8.45 

16.98 

NH 

0.60 
0.92 
1.0 
1.0 
0.98 
0.49 

210 70 9.04 0.6 
140 40 16.07 0.85 

cellule va se trouver du cdtt7 de la paroi froide 
(T, = 0.3”C) tant que T, 2 -0.7”C. Les rksultats 
numkriques montrant I’influence des &carts de tem- 

pkrature sur la g&omCtric des deux cellules sont rep&- 
sent&s sur la Fig. g(a) pour la solution et SW la Fig. 
g(b) pour l’eau pure. Comme it a ktk signal& plus 
haut, on peut remarquer sur ces rkuftats I’extreme 
sensibiliti du systGme aux variations des temptratures 
de consigne lorsqu’on se trouve en prksence de deux 
cellules symktriques : on wit sur la Fig. 8(b) comment 
la petite cellule change de ccitk pour une diffkrence de 
temptrature de l’ordre du dixikme de “C. 

Sur la Fig. 9, on reprksenre la hauteur relative de la 
petite cellule en fonction du rapport des &arts de 
tempkrature. Les points expkimentaux, relevtts avec 
une prkcision de 0.2”C sur les mesures de tempkra- 
tures, sont reprksentks avec leurs barres d’erreur. Cette 
figure rassemble les r&&tats de tous les essais (eau et 
solution) et montre que la hauteur relative de la petite 
cellufe est bien corr&e au rapport des &arts de tem- 
ptrature de part et d’autre de TM : 

h min(AT,,ATJ AT,,, 6, 

-_1---_-_- 

N - max(AT,, AT,) AT,,,,, (7) 

11 est $ remarquer que cette corrtlation s’applique 
aussi bien aux rksultats numkriques qu’aux rtsultats 
expkimentaux. Cette corrklation s’explique par la 
symktrie de la courbe p(T) par rapport & TM. Dans 
tous les essais, les variations de dens& sont calculkes 
par rapport au maximum de den&. Les rkultats 
prkkdents concernent soit l’eau pure, wit la solution 
i 0.5% en masse de Na2COTI : on les complite par des 
calculs pour des solutions de fraction massique igale 
5 0.45% et 0.55% (Tableau 6), rkalisks pour les mdmes 
conditions de tempCrature (T, = 6°C et T2 = 0.3’C) 
que prCci.demment. On trouve que la hauteur relative 
de la petite cellule est corrClt?e au rapport des &carts 
de tempkrature d mieux que 10%. 

5. TRANSFERT DE CHALEUR 

La section prkkdente s’intkressait i la taille relative 
des deux cellules contrarotatives. On considkre main- 
tenant l’influence de la structure-d’~coul~ment sur le 
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(a) (b) 

FIG. 8. Influence de I’tcart de temptrature sur la hauteur relative des cellules (a) solution Na,CO,; 
(b) eau. 

transfert global d’energie aux parois de la cavite. Cette 
influence est mise en evidence sur la Fig. 10, qui pre- 
sente les resultats d’observation et la simulation 
numerique de I’experience e (Tableau 1). 

Dans cette experience, la paroi froide a T, = 0°C est 
constituee d’une couche verticale de glace, d’epaisseur 
initiale I= 0.03 m, sit&e dans la cavite, entre le fluide 
et l’echangeur froid. Lorsque l’echelon de temperature 
est applique a l’echangeur chaud (T,), le transfert 
d’energie par convection naturelle a la paroi froide 
contribue a fondre la glace. On sait que la vitesse de 
fusion est une fonction directe du flux de chaleur local 

a la paroi (Gobin [22], Benard et al. [23]): la defor- 
mation de la couche de glace (position du front de 
fusion) permet par consequent de visualiser la repar- 

I’ I ” 1 
0 02 04 06 0.6 10 

B = AT,,,, /AT,,, 

FIG. 9. Hauteur relative des deux cellules en fonction 
du rapport des &carts de tempkature. Eau pure : 0 numkr- 
ique, n exptrimental. Solution B 0.5%: n numirique, 

A expkrimental. 

tition du transfert de chaleur a cette paroi. La visu- 
alisation de l’ecoulement par plan laser et le profil de la 

paroi de glace obtenues par l’experience e apparaissent 
sur la Fig. 10(a). La simulation numerique de cette 
experience conduit aux lignes de courant et a la repar- 
tition de transfert de chaleur adimensionnt le long de 
la paroi froide (nombre de Nusselt local) representees 

respectivement sur les Figs. IO(b) et (c). On retrouve 
le bon accord deja constate sur la hauteur de la petite 

cellule entre les resultats de calcul et l’observation 
experimentale. On voit clairement sur la Fig. 10 que 
le transfert de chaleur est partiellement inhibe par la 
presence de la petite cellule. On montre aisement que, 

pour une valeur donnee de l’ecart de temperature 
entre parois (AT = T, - Tz), le transfert de chaleur est 
d’autant plus faible que la taille relative des cellules 
est comparable, c’est-a-dire que la temperature du 
maximum de densite est au centre de l’intervalle. Nous 
verifions par le calcul les constatations faites dans les 
etudes anterieures de Seki rt ul. [4], Inaba et Fukuda 
[S] ou Lin et Nansteel [7] : 

I. pour une valeur don&e de AT, l’echange de 

chaleur est minimal lorsque la temperature du 
maximum de densite partage I’intervalle en deux par- 
ties &gales (cas ‘symetrique’ : AT, = AT,) ; ce cas limite 
correspond au cas ou chaque cellule occupe la moitie 
de la cavite (deux cellules identiques), 

Tableau 6. Variation de TM par la con- 
centration (jr, = 6 C. T2 = 0.3 ‘C, A = I ) 

0.45 2.76 7.45 
0.5 2.63 8.10 
0.55 2.50 8.48 
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(a) 

0 

Nombre de Nusselt 

fb) fc 1 

FIG. 10. Expkrience e: fusion de la glace solide i la paroi froide. (a) Visualisation des kcoulements. 
(b) Lignes de courant calculkes. (c) R&partition du nombre Nusselt $ la paroi froide. 

2. l’echange est maximal lorsque la temperature precedemment que l’effet de la variation de p est syme- 
du maximum de densite est en dehors de l’intervalle trique par rapport au maximum de densite ; pour sim- 
T, - T, (cas ‘monotone’ : AT, < 0 ou AT, > 0) ; ce plifier l’analyse, on admettra done par la suite que 
cas correspond a la situation ou une seule cellule l’expression de la densite de l’eau ou de la solution est 
occupe tout l’espace. une fonction quadratique de la temperature : 

Le but de cette section est de definir les parametres 
du probltme ~rmettant de caracteriser l’tchange de 
chaleur global dans la cavite. Dans ie cas classique de 
I’approximation de Boussinesq, oti on suppose que la 
densite p varie lineairement avec la temperature, le 
parametre de reference est le nombre de Rayleigh 
construit sur la difference de temperature entre parois 
(AT). L’analyse des lois d’echelle permet d’etablir 
qu’en regime laminaire et pour Pr > 1, le transfert de 
chaleur par convection naturelle (le nombre de Nus- 
selt global a la paroi) est de l’ordre de 

P(T) = Ml -dT- TM)?, (U 

ce qui permet de caractCriser la loi de variation 
par le seul parametre 1~ (y = 8 x 10e6 C’) si l’on 
choisit la temperature du maximum comme tem- 
perature de reference (et pa = pu). 

Les observations precedentes ayant montre que 
l’echange de chaleur dans la grande cellule est celui 
qui domine le transfert d’energie dans la caviti, le 
parametre du probleme est le terme source de I’iqua- 
tion de Navier-Stokes (equation (6)) : 

gH3 Ap 

( > 

‘I4 ~- 
cIv PR 

M3 AP 
7 

v- PR 

(Bejan [I]). Dans le cas de I’eau, dans la zone de 
variation lineaire de la densite, on obtient par exemple 
la correlation suivante, proposee par Emery et Chu 
[24] : 

Nu = 0.28Ra0,25. (8) 

Dans la situation que nous considerons dans cette 
etude, il faut determiner quel est le parametre adi- 
mensionne equivalent au nombre de Rayleigh pour 
caracteriser le probleme, et sur quel Ccart de tem- 
perature de reference le construire. Nous avons vu 

pour la grande ceilule. On definit ainsi un nombre de 
Rayieigh modifie : Ra* = {~~3/v~)(A~~~~)z, con- 
struit sur la hauteur totale de la caviti et sur l’ecart 
de temperature maximal (AT,,,,, = Max(AT,, AT*)). 
Ce nombre de Rayleigh permet de caracteriser le 
systeme jusque pour le cas limite AT,,,i, = 0: alors 

AT,,, = T, - T, et une seule cellule se diveloppe dans 
la cavite. 

La quantite AT,,, n’est cependant pas suffisante 
pour decrire le probltme: il faut aussi prendre en 
compte le parametre 6 defini dans la section 4, 
6 = (AT~~“/AT~~~). pour donner une indication sur la 
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distributton des &arts de temperature imposes entre 
les parois et la temperature du maximum de densite. 
La valeur de 6 varie entre 0, si la temperature de I’une 
des parois est proche du maximum, et 1, si T,, est au 

milieu de I’intervalle de temperature entre parois. 
Les observations ci-dessus suggerent les hypotheses 

suivantes : 

I. l’echange de chaleur a la paroi est proportionnel 
a Rcr*” 25, 

2. le transfert de chaleur est proportionnel a une 
fonction d’attenuation A(6) : NM - A(~)(Ru*)“-‘~. 

On fait I’hypothese supplementaire que A(6) est une 
fonction lineaire. Comme nous I’avons vu plus haut, 
f&change est maximal pour 6 = 0. et on pose 
A(0) = I. On a remarque par ailleurs que le nombre 
de Nusselt passe par un minimum pour 6 = 1 : pour 

determiner la valeur A( I) = A,,,,, de cette fonction, on 
utilise le fait que la valeur minimale de NM a AT fix& 

est environ la moitie de la valeur a 6 = 0, comme le 

montrent les resultats de Seki et al. [4], de Inaba et 
Fukuda [5] et de Lin et Nansteel [7]. Dans le cas 
modiie oti I’on suppose que la densite varie lineaire- 

ment avec la meme pente de part et d’autre du 
maximum, on etablit aisement que les nombres de 

Nusselt calcules sur un AT donne pour le cas ‘mono- 
tone’ et pour le cas ‘symetrique’ sont dans un rapport 
2’“. On peut done accepter le rapport 2 comme repre- 
sentatif de i’ordre de grandeur de I’attenuation entre 
les deux cas limites. On identifie alors A,,, = Jj/2 et 
la fonction A (6) s’ecrit : 

J2 A(6) = I- 1 -p2p 
c 1 

6. (9) 

La Fig. 1 I regroupe I’ensemble des resultats con- 
cernant le transfert de chaleur sur un graphe 
(Nu/A(G), &I*). Lorsque les resultats sont obtenus au 
voisinage du maximum de densite, les grandeurs ont 
le sens decrit ci-dessus. Lorsqu’il s’agit de resultats 
obtenus dans la zone lineaire (approximation de 
Boussinesq classique), on prend A(6) = 1, et Ru prend 
la valeur habituelle du nombre de Rayleigh. C’est le 
cas de la correlation de Emery et Chu (equation (8)). 
representee en trait continu. On voit que cette repre- 
sentation permct de correler sur une m2me droite. 
avec une faibie dispersion, l’ensemble des resultats 

numeriques que nous avons obtenus dans ce travail, 

aussi bien pour I’eau que pour la solution de Na&O, 
a 0.5X, et les resultats au voisinage du maximum de 
densite de I’eau obtenus experimentalement par Seki 
et al. [4] ou par Inaba et Fukuda [5], ainsi que les 
resultats numiriques de Lin et Nansteel [7]. En plu- 
sieurs points. les rtsultats numeriques presentes sur la 
figure se superposent: il s’agit de rtsultats obtenus 
avec le meme AT,,,, (mime Ru*) et differentes valeurs 
de 6 : la quantite Nu/A(G) est invariante. On remarque 
que ces resultats concordent de facon satisfaisante 
avec la correlation experimentale proposte par Lank- 
ford et Bejan : Nu = O.~O~RU~-‘~, en convection natu- 

FG. I I. Echange d’tnergie en fonction du nombre de 
Ravleieh. Corn?lations exnerimentales (variation lit&ire 
de ‘la iensitt): ~ Emery et Chu [24]; .... Lankford 
et Bejan [IO]. Mesures exptrimentales avec effet du 
maximum de den&: V Seki rf C/l. [4] : 
l Inaba et Fukuda [5]. R&hats numkriques: 0 Lin CI 
Nansteel [6] (prksent travail): 0 Eau pure, n solution 

i 0.5% en masse de Na?CO,. 

relle dans la zone de variation lineaire de p, pour de 
l’eau soumise i un &art de temperature de 4 C. De 
fait, un calcul de regression montre que I’ensemble des 
resultats suit une evolution en Ru*” “, les rtsultats 
numeriques pris separement etant correles avec une 
pente legerement inferieure (plus proche de I’exposant 
l/4 theorique) et les resultats experimentaux de leur 
cot& suivant une tendance de pente un peu plus &levee. 

La correlation s’applique sur une tres large gamme 
de nombres de Rayleigh et on constatc que Ies 
approximations faites pour exprimer la fonction d’at- 
tenuation lice a la presence du maximum de densite 
dans la gamme de temperature consider&e s’integrent 
dans le calcul du coefficient de la correlation. Notons 
enfin pour le cas dit ‘monotone’ le raccordement entre 
la loi quadratique (nombre de Rayleigh modifie Ru*) 
et la loi lineaire (nombre de Rayleigh classique) : on 
calcule dans cette gamme le nombre de Rayleigh equi- 

valent par : 

La loi lineaire sera choisie lorsque la quantitt p( T,,,,,,)/ 

pmoy est suffisamment proche de 1, ce qui correspond 
pour I’eau a Tmoy zz 10°C. 

6. CONCLUSION 

Cette etude numerique et exptrimentale s’interesse 
a la convection naturelle thermique dans le cas oti le 
fluide de travail presente un maximum de densite dans 
la zone de temperature consideree. Ce phenomene est 
aborde dans le cas de I’eau et de solutions salines : la 
structure d’ecoulement est caracterisee par la presence 
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de deux cellules contrarotatives, dont I’importance 
cornparke est indiquCe par la hauteur relative de la 

cellule la plus petite. 
On montre que les techniques classiques de visuali- 

sation (injection de colorant, tomographie laser) per- 
mettent d’observer l’effet de forces d’Archim2de de 
t&s faible intensitC. La sensibilitt: extr&me de I’Ccoule- 
ment aux variations de densit& dans le cas symttrique 
permet de confirmer la precision des tempkratures 
imposCes expCrimentalement aux parois et la validiti: 

des simulations numkriques. 
Sur la base du bon accord observk entre les visuali- 

sations et le calcul des lignes de courant, la simulation 

numkrique est utilisCe pour une Ctude paramktrique 
permettant de corrtler la hauteur relative de la petite 

cellule avec le rapport des &carts de tempkrature de 
part et d’autre du maximum de densit& et cela aussi 
bien dans le cas de l’eau que dans celui de solutions 
de Na,CO? de faible concentration. On met par ail- 

leurs en Cvidence dans ce travail des groupements 
adimensionnts permettant d’Ctablir une corrklation 
unique pour le transfert d’Cnergie dans la cavitC, a la 
fois pour le cas oti I’approximation de Boussinesq est 
vttrifiCe, et pour celui oh un maximum de densitir se 
prttsente dans la zone de tempkrature consid&rCe. 

L’Ctude des solutions aqueuses de Na,CO, g faible 
concentration de sol& montre que I’influence des 

variations de temptrature et de concentration sur la 

densit& est du m8me ordre de grandeur. En cons& 

quence, on peut s’attendre d des structures complexes 
lors de la fusion ou la solidification en presence de 
solutions aqueuses : la convection naturelle thermo- 
solutale dans le bain liquide (Thompson et Szekely 
[25, 261) peut itre affectte par la prksence du 
maximum de densittt de la solution dans la zone du 
changement de phase. 
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APPENDICE 
Notations 
L’indice (I) est relatif B l’eau (H,O) 
L’indice (2) est relatif au solutt. 
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C fraction massique, mz/(ml +m,) temperature et de la fraction massique C. Pour une fraction 
m0 concentration molaire, n,/V massique donnte, la temperature du maximum de densiti 
m, masse de I’esptce i rest&e de : 
M, masse molaire de I’espece i 
n, nombre de moles de I’espece i 
N, fraction molaire, n&r, + n2) 
V volume de la solution 
Vy volume partiel molaire de l’eau a dilution infinie 
/3: coefficient d’expansion thermique de l’eau, 
(- i/~~)(~~~i~~ c’est a dire : 
r#’ volume molaire apparent a dilution infinie 
cb volume molaire apparent de la solution, Y-n, Py/nz 
p. densite de I’eau 
oi. densite de la solution. 

Cet appendice detailie le calcul de la temperature du 
maximum de densite de la solution comme fonction de la 
fraction massique du solute (diagramme (TM - C)) pour les 
solutions aqueuses de carbonate de sodium (Na,CO,) pour 
C‘ compris dam I’intervalle [O-l .5”/0]. Cette expression est 
obtenue comme suit : 

Par definition de d, : 

CM, 
N2 = CM, C(l -C)M2’ 

<6 = !~o(~~(~)-~~~(~)) / JG. 
m,,p,m PdT)’ IA.11 

L’kquation empirique de Masson (E-An-Zen ]20]) donne : 

.f= lOoo(I -C)M*’ 

Cette expression peut dtre reduite a une equation du second 
degre puisque : 

Cp = cPo+ $mY = do+ $N::‘. 64.2) 

(A. I ) et (A.2) conduisent a I’expression finale de p(.( T) : 

tA.3) 

Notons que pO, #, et &#/r?N:12 dependent seulement de la 
temperature: cependant pc est une fonction a la fois de la 

(i) pour I’eau : M, = 0.018 kg mole- ‘. et 

a; = (1.5623-6.34)10-s(“C-‘) 

(ii) pour Na,CO,-Hz0 (E-An-Zen [20]): M, = 0.106 kg 
mole- ‘, et 

do = -15.1+0.5T, TE[O,lO”C] 

ad 
alv:;” 

= - 1.032T-t. 113.71, TE[O, IO’CJ. 

En resolvant I’equation du second degre et en ne retenant que 
la solution physiquement realiste (la temperature inferieure a 
4°C). on obtient la valeur de T,. 

FLOW STRUCTURE AND HEAT TRANSFER BY NATURAL CONVECTION NEAR 
THE DENSITY MAXIMUM 

Abstract-Thermal natural convection is considered in water and aqueous solutions. These fluids exhibit 
a density maximum in the temperature range of interest, and the experimental and numerical analyses 
show that the non-linear density variation in the buoyancy term affects the flow structure and the heat 
transfer by natural convection. The flow is visualized using classical techniques (dye injection, laser 
tomography) adapted to the observation of flows induced by very small driving forces : it is shown that 
the density maximum creates a complex structure of two contra-rotating cells of unequal importance. The 
problem is solved numerically using a finite volume method : the good agreement with the experimental 
measurements allows for a parametric study based on numerical simulations, The analysis of the heat 
transfer characte~stics Ieads to a general correlation which can be used in both the linear and the non- 

linear Boussinesq situations. 


